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Движение симметричного 
твердого тела 
в пространстве Лобачевского
Рассматривается задача интегрирования в конечном виде системы динамических уравнений твердого тела, движущегося в гиперболическом пространстве постоянной отрицательной кривизны (пространстве Лобачевского). Твердое тело обладает осевой кинетической симметрией и движется в двух динамически возможных режимах: по инерции и при ограничениях, наложенных на компоненты винта внешних сил, действующих на тело. Получены частные решения системы динамических уравнений и описан характер движений тела, соответствующий этим решениям.
Введение

Механика неевклидовых пространств реализуется при движении материальных объектов космической протяженности. Ее особенности обусловлены физическими и геометрическими свойствами пространства, связанными с пространственно-временным распределением гравитирующих масс, а также с сингулярностями структуры пространства–времени. Реальное межгалактическое пространство имеет настолько сложную структуру, что аппроксимировать его единой моделью не представляется возможным. Вследствие этого для каждой конкретной задачи о движении механического объекта выбирается своя модель физического пространства (пространственно-временное многообразие), адекватно отражающая определенные свойства его движения. Одной из таких моделей является модель, для которой пространственное распределение гравитирующих масс соответствует пространству постоянной отрицательной кривизны (пространству Лобачевского). Данная модель принимается как некоторое первое (начальное) гипотетическое приближение к реальному физическому пространству. Инструментом исследования свойств движения механических объектов в неевклидовых пространствах является теория винтов (винтовое исчисление), созданная А.П. Котельниковым [1].
1. Предварительные положения
Согласно проективной модели Ф.Клейна пространство Лобачевского (пространство L3) реализуется внутренними точками абсолюта
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гиперболического пространства (3. Здесь gii – метрический тензор псевдовекторного четырехмерного пространства, рассматриваемого как трехмерное проективное пространство P3, реализующее пространство L3. Отобразив точки пространства P3 на точки гиперсферы псевдоевклидова пространства 
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, применяем тензорный аппарат пространства 
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 при решении задач в пространстве (3.
Под движением пространства (3 понимается проективное линейное преобразование, переводящее в себя абсолют (1). Так как между одночленными группами движений в (3 и специальными линейными комплексами в P3 существует взаимно однозначное соответствие, движение в (3, как и в пространстве L3, можно задавать бивектором пространства 
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Винт в пространстве L3 определяется непростым бивектором, заданным плюккеровыми координатами внешней и внутренней оси винта.
Рассмотрим свободное от связей абсолютно твердое тело, движущееся в пространстве L3. Пусть 
[image: image5.wmf](

)

0

4

0

1

0

...

e

e

R

 – опорный координатный тетраэдр, автополярный относительно абсолюта (1), неизменно связанный с инерциальным конфигурационным пространством L3. Этот тетраэдр задается точками 
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 (j =1,...,4) данного пространства. С твердым телом неизменно свяжем координатный тетраэдр инерции R(e1...e4), заданный точками ej ( j =1,...,4) тела, также автополярный относительно абсолюта (1). При этом тетраэдр R выбирается так, чтобы его вершина – точка e4 тела – была собственной, совпадала с центром инерции тела и чтобы ориентации этих тетраэдров совпадали [2]. Положение тетраэдра R относительно R0 задается параметрами положения и ориентации следующим образом [3].
Положение точки e4 задается параметрами x, y, (. Здесь x – расстояние между точкой 
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 и точкой пересечения плоскости 
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; y – расстояние от данной точки пересечения до точки e4; ( – угол между плоскостями 
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. Ориентация тетраэдра R относительно R0 задается углами Эйлера (,(, (. Таким образом, взаимное положение тетраэдров R0, R определяется упорядоченным набором параметров (x, y, ( ; (, (, ().
Мгновенное состояние тела в пространстве L3 задается винтом мгновенной скорости V j4(v j4, ( j4) и винтом мгновенного кинетического момента G j4(Bj4v j4, –Aj4( j4)  (j =1,2,3). Здесь (v j4, Bj4) – компоненты скорости сдвига и моменты инерции сдвига тела относительно его главных осей инерции, соответственно; (( j4, Aj4)  ( j =1,2,3) – компоненты скорости вращения и моменты инерции вращения тела относительно тех же осей, соответственно. Определение моментов инерции тела в пространстве L3 дано в работе [2]. Для моментов инерции сдвига и вращения тела имеют место соотношения связи [2]:
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где k – радиус кривизны пространства L3, M0 – величина массы тела.
2. Уравнения движения и первые интегралы
Система уравнений движения твердого тела в пространстве L3 при воздействии внешнего силового винта в осях координатного тетраэдра R имеет вид [4]
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Здесь (m j4, –n j4), (j =1,2,3) – компоненты винта внешних сил. Эта система уравнений далее называется основной динамической системой (ОДС).
Случай, при котором
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соответствует движению твердого тела по инерции. В этом случае ОДС (3) имеет первые алгебраические интегралы [5]
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В равенствах (5): 
[image: image18.wmf]4
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 – поляризованный кинетический винт [2]; v = (v j4), ( = (( j4); h, h1, h2 – постоянные интегрирования. Величины I1, I2 – интегралы кинетического винта: I1 – интеграл модуля кинетического винта, I2 – аналог интеграла Э. Нетер [6], I – аналог интеграла энергии.
Рассмотрим случаи, когда вне условий (4) для ОДС (3) существуют первые интегралы, приводимые к формам (5).
1. Пусть для t([0,+() ( Т имеем
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где заданная функция f (t)(С0(T). Условия (6) определяют аналог режима движения, рассмотренного в другой задаче М.Ш. Аминовым [7]. Они соответствуют линейному диссипативному моментно-силовому воздействию на тело.
Выполняя преобразование
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приведем ОДС (3) в силу условий (6) к форме, идентичной форме этой системы при ограничениях (4). При этом для интегралов приведенной системы согласно соотношениям (7) имеем
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где u = (u j4), w = (w j4).
Таким образом, преобразование (7) позволяет установить гомеоморфизм вида (v j4, ( j4, t) ( (u j4, w j4, ()  (j =1,2,3) между движением одного и того же твердого тела под воздействием силового фактора (6) в режиме натурального времени t и движением по инерции в режиме гипотетического времени (.
2. Вместо условий (6) введем линейную по v, (  связь вида
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Кинематическая связь (8) налагает ограничение, при котором силовой винт (m, –n), действующий на тело, не совершает работы. Такое состояние тела, реализованное в пространстве L3, соответствует режиму его вращения вокруг неподвижного полюса в пространстве R3, совершаемого под воздействием результирующего момента внешних сил, ортогонального для каждого момента времени вектору его угловой скорости. Соответствующая задача-аналог для пространства R3 рассмотрена в работе [8].
В силу уравнений ОДС (3) и соотношений связи (2) условие (8) приводит к первому интегралу, идентичному по форме интегралу энергии I(v, () (5). Однако в отличие от собственно интеграла энергии для данного режима движения, исходя из порождающего его условия (8) этот первый интеграл является условным.
3. Частные решения основной динамической системы
Рассмотрим решения ОДС (3), существующие при определенных ограничениях, наложенных на структурно-динамические параметры твердого тела и начальные условия его движения. Эти решения относятся к следующим случаям.
3.1. Случай осевой кинетической симметрии
Примем условия
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Ограничения (9) выражают кинетическую симметричность твердого тела относительно его главной в точке e4 оси инерции (e4e3); к ним следует присоединить соотношения связи (2) в форме 
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Согласно равенствам (11) для тела характерны конфигурации, при которых одновременно либо A > A34, B > B34, либо A < A34, B < B34. Первое сочетание соответствует веретенообразной (вытянутой) форме тела, второе – дискообразной (сплюснутой). Случай, при котором A = A34, B = B34, в дальнейшем не рассматривается, как тривиальный.
В соответствии с условиями (10) могут иметь место случаи, при которых m34 ( 0. Следовательно, возможны следующие варианты.
Вариант 1. Положим
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Из ОДС (3) в силу условий (9), (10) следует ( 34(t) = const. Исходя из этого в дальнейшем примем
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и ОДС (3) приведем к виду
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(14)

Введя согласно второму условию (12) переменную
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преобразуем систему (14):
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где штрих обозначает дифференцирование по (. К системе (16) следует присоединить соотношение (15).
В результате преобразований из уравнений (16) в соответствии с равенствами (11) можно выделить подсистему и представить ее в виде                   
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где
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Характер решения Zr(() уравнений (17) зависит от знака параметра ( = B34–B ( 0. При ( > 0 компоненты vr4, ( r4 – периодические функции; при ( < 0 – апериодические. При известных величинах Zr(() из (16) имеем
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где 
[image: image45.wmf]34
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 = v34(0) ( 0. Из соотношения (15) в силу второго условия (12) получаем замыкающую зависимость
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Итак, для данного варианта искомое решение, определяемое зависимостями Zr((), (18), (19), получено в параметрической форме с параметром ( ([0,().
Вариант 2. Введем дополнительное к условиям (9), (10) ограничение:                         
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Соотношения (10), (20) определяют движение тела по инерции, для которого система (16) имеет дополнительный к равенствам (5) первый интеграл
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где (1=(A–A34)B, (2=(A34+B)A, h0=const.
Для принятых условий из уравнений I2(v, () (5) и (21) имеем
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где 
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Из уравнений (14) при условии (20) следует, что  (1 ( const = C, где C ( 0 при соответствующем выборе начальных значений.
Обозначим
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Из выражений I, I1 (5) и (22) следует, что


[image: image56.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

[

]

.

0

,

0

2

2

24

2

34

34

2

14

2

2

1

2

24

2

34

34

2

14

2

2

2

=

-

+

+

+

+

=

-

-

+

+

-

h

A

v

B

v

B

CD

BP

AP

h

A

v

B

Bv

C

P

P

B

A

B

A

w

w

 (23)

Уравнения (23) однозначно определяют зависимости видов v14(v34), ( 24(v34), а равенства (22) в силу этого – зависимости v24(v34), ( 14(v34). Тогда из соответствующего уравнения системы (14) при v24(14 – v14(24 ( 0 получаем квадратуру вида
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Из-за громоздкости аналитическое представление соотношения (24) не приводится. Это соотношение в неявной форме определяет зависимость вида v34(t).
Для дальнейших рассуждений принимается h0 = 0, в силу чего из (22) следует, что
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Согласно уравнениям системы (14) и соотношениям I1 (5), (25) имеют место зависимости
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В соотношениях (26) обозначено
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h* – постоянная интегрирования.
Полагая                  
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и исходя из соотношений (26), (27) из системы (14) получаем
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где
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Уравнение (28) разрешимо в эллиптических функциях [9]. Пусть u = u* – корень полинома (29). Тогда решение уравнения (28), удовлетворяющее начальному условию u(0) = u0 ( u*, согласно [10] представимо в виде
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где 
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 – символ эллиптической функции Вейерштрасса с инвариантами  
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В равенстве (30)  
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Соотношениями (27), (30) определяется зависимость вида v34(t), а равенствами (26) – зависимости вида v14(t), ( 24(t). Из равенств (22) следуют зависимости v24(t), ( 14(t), а зависимость для ( 34 определяется интегралом (13). Этими зависимостями полностью определяется кинематический винт твердого тела в виде явной функции натурального времени t.
3.2. Случай существования решений типа  v – (
Из полного множества динамически возможных движений твердого тела, определяемых ОДС (3), выделим непустое подмножество, для которого имеют место зависимости вида
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Здесь aj – искомые постоянные, подчиненные условиям
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Соотношения (31) определяют режим движения твердого тела, при котором величины соответствующих компонент винта скорости связаны между собой преобразованиями подобия с коэффициентами aj. При этом постулируется, что такое движение существует для некоторых определенных значений параметров aj (j =1,2,3).
Согласно соотношениям (31) ОДС (3) принимает вид
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Из условий тождественности соответствующих уравнений систем (33), (34) следуют ограничения:
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Система уравнений (35) определяет параметры aj  (j =1,2,3). Уравнения системы (36) при найденных значениях aj  приводят к соотношениям взаимосвязи между величинами m j4, n j4  (j =1,2,3), при которых существуют зависимости вида (31).
Для дальнейшего примем
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где значения числовых индексов не должны превышать трех.
Обозначим         
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и представим систему уравнений (35) в виде


[image: image94.wmf]1

)

(

3

2

1

3

2

1

=

-

-

a

a

b

a

a

a

   (1, 2, 3).               (39)

Исключив из системы (39) величину a1 согласно условиям (32), (37), получаем
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(40)

Система уравнений (40) определяет величины a2, a3, которые выражены через заданные параметры bj (j =1,2,3), представленные равенствами (38). Тогда     
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Набор условий (36) в силу соотношений (38), (39) приводит к ограничениям:
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(1, 2, 3),


налагаемым на структурно-динамические параметры твердого тела и силового винта. Отсюда, в частности, следует, что если n(n j4) = 0, то по крайней мере одна из величин m j4 = 0  (j =1,2,3).
При движении тела по инерции ограничения (36), (41) снимаются и имеют место первые интегралы (5), которые в силу преобразования (31) принимают вид
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Равенство (42) в пространстве квазикоординат v j4 (v-пространстве) представляет каноническое уравнение приведенного эллипсоида кинетической энергии сдвига, содержащего величины полуосей (Kj)-1/2h (j =1,2,3; h > 0). Здесь каждому фиксированному значению параметра h соответствует определенный уровень энергии сдвига.
Равенство (43) представляет уравнение поверхности второго порядка в v-пространстве, характеризующей модуль преобразованного кинетического винта сдвига. Если Hj h1 > 0, то эта поверхность является эллипсоидом с длиной полуосей 
[image: image103.wmf]j
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(j =1,2,3).
Соотношение (44) можно истолковать как уравнение проекции преобразованного кинетического винта сдвига на некоторую ось, связанную с осью этого винта.
Линейная связка преобразованных интегралов (42)–(44) в координатном v-пространстве определяет область изменения компонент v j4 (j =1,2,3), соответствующую данному набору фиксированных значений параметров – h, h1, h2.
Допуская, что все параметры 
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 в силу системы (39), (40) известны и ОДС в форме (33), (34) однозначно определена, представим ее в виде
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где величины cj, Fj (j =1,2,3) определяются равенствами (35), (36).
Система (45) по структуре является системой уравнений Р. Граммеля, частные решения которой известны [11]. Эти решения соответствуют следующим динамически возможным движениям – динамическим аналогам (ДА): первому ДА, т.е. перманентному движению; второму ДА, включающему либрационное движение по всем компонентам, и асимптотическое движение при t( +(, в котором одна компонента |vj4|( +(; третьему ДА, содержащему набор регулярных и особых движений.
4. Кинематические и кинетические уравнения
Рассмотрим уравнения, связывающие компоненты кинематического и кинетического винтов с параметрами (x, y, ( ; (, (, (), определяющими взаимное положение координатных тетраэдров R0, R, и с их производными по времени. Уравнения, составленные для компонент кинематического винта, называются кинематическими уравнениями; в развернутом виде они получены в работе [3]. Здесь представим другую форму этих уравнений.
Обозначим
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Компоненты винта мгновенной скорости связаны с позиционными и угловыми параметрами тела соотношениями
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Входящие в соотношения (47) величины определяются равенствами (46).
Кинематические уравнения (47) являются аналогами соответствующих уравнений Эйлера, относящихся к евклидову пространству R3. Уравнения, связывающие компоненты кинетического винта с позиционными и угловыми параметрами тела (кинетические уравнения) получены в развернутом виде в работе [3]. Согласно равенствам (46) они могут быть представлены в следующей компактной форме
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где ( = [b, a]T, ( * = [a, –b]T, a, b – заданные характерные параметры непростого бивектора, которыми задается винт в пространстве L3.
5. Характеристики движения тела в случае собственного и полуизотропного кинетического винта
Пусть G j4(Bj4v j4, –Aj4( j4) – кинетический винт (КВ) твердого тела, а 
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 – поляризованный КВ. Введем кинетический фактор – величину ( = 
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G j4 и модуль M = Gj4G j4. Согласно принятой классификации КВ G j4 – собственный, если ( < 0, M ( 0, идеальный при ( > 0, M ( 0 и изотропный, если ( = M = 0. Если ( = 0, M ( 0, то данный КВ – полуизотропный [3].

Для описания движения тела в пространстве L3 винты гиперболического пространства отображаются на комплексные векторы комплексного евклидова пространства по правилу А.П. Котельникова [1]. При этом единичным винтам гиперболического пространства соответствуют комплексные векторы kEj, ikEj (j =1,2,3; 
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), орты которых Ej образуют ортонормированный комплексный репер. Этот репер неизменно связан с тетраэдром R. При ограничениях (9) КВ G j4 соответствует комплексный вектор
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Соотношение (49) является основой для нахождения кинетических уравнений (48), в которых параметры a, b соотносятся между собой так: если КВ – собственный, то a2 > b2; для полуизотропного винта a2 = b2.
Обозначим Dj (j =1,...,6) постоянные, при которых ||D(Dr)||2 ( 0  (r =1,2,3), D3 ( 0,
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Выполнив преобразование с применением соотношений (47), (48), (50), получим
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              (51)

Из соотношений (51) в силу выражений (46) следует

[image: image131.wmf](

)

(

)

.

)

1

(

cos

,

tg

,

cos

,

1

1

,

1

2

/

1

2

2

2

34

4

2

24

3

14

1

2

34

2

2

2

34

6

2

2

34

5

ú

û

ù

ê

ë

é

-

±

=

=

±

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

=

·

·

K

N

K

bv

D

D

D

v

D

K

av

D

K

v

D

B

b

K

v

D

B

a

X

y

w

j

q

a

 (52)

Соотношения (51), (52) определяют положение и ориентацию твердого тела в пространстве конфигураций в силу найденных зависимостей для компонент v14, v34, ( 24 (п.3.1). При этом значения постоянных D1, ..., D6, содержащихся в данных равенствах, определяются согласно уравнениям (47) путём задания начальных значений (v0, (0; x0, y0, (0 ; (0, (0, (0).
Рассмотрим характер движения тела, определяемый результирующими соотношениями (51), (52) и другими зависимостями. Из выражения для Y и зависимостей (26), (30) следует, что центр инерции тела, совмещенный с вершиной e4 тетраэдра R, при выдвижении тела совершает либрацию относительно оси КВ. Величина периода этой либрации определяется действительным полупериодом эллиптической функции, содержащейся в соотношении (30). При этом в общем случае y ( 0.
Согласно зависимостям (52) для X и ( центр инерции твёрдого тела движется по винтообразной траектории, охватывающей ось КВ. При этом плоскопараллельное (плоское) движение тело совершает лишь при b = 0, когда ( = const, ( = ((/2. Условие b = 0 выражает критерий существования плоского движения тела.
Если винт G j4 – изотропный, то тело совершает плоское движение. Под плоским движением тела понимается движение, при котором одна из идеальных точек ej (j =1,2,3) – вершин тетраэдра R – неподвижна относительно тетраэдра R0. В случае полуизотропного КВ плоское движение не существует. При реализации варианта 2 с интегралом (21) в случае, когда A ( A34, 
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 = h0 = 0, получаем 
[image: image133.wmf]24

0

14

0

v

v

= 0. Тогда плоское движение имеет место при 
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= 0 и не существует при 
[image: image135.wmf]14

0

v

= 0. Плоскому движению тела соответствует и случай вырождения, при котором в интеграле (1(v14, ( 24) = C (п.3.1) постоянная C = 0.
6. Замечание о движении тела в случае идеального 
кинетического винта

В этом случае строятся аналоги зависимостей (48), соответствующие идеальному КВ. Для этого достаточно произвести замену параметров: a(b, b( –a [3], в силу чего в соотношениях (48) необходимо выполнить замену: (( –( *, ( *((. Эту же замену параметров следует произвести и в соотношениях (52). В результате из полученных зависимостей следует, что при b = 0 имеем x = const, ( = ((/2 и тело совершает плоское движение. В остальном анализ характера движения тела в случае идеального КВ аналогичен предыдущему с учетом того, что выполняется условие a 2 > b 2, характерное для данного случая (с учетом упомянутой взаимной замены параметров a, b).
Заключение

Реальное мировое пространство, вообще говоря, является пространством переменной кривизны. Геометрическая модель, основанная на понятии пространства постоянной кривизны (в том числе пространства Лобачевского), является простейшим допустимым приближением, аппроксимирующим реальное пространство. Однако такая модель в ряде случаев, при решении определенного ограниченного класса задач, на макроуровне может адекватно описывать реальное движение механических объектов. Эти задачи объединяются общим признаком, согласно которому малое отклонение от постоянности кривизны пространства приводит к эффектам более высокого порядка малости по сравнению с остальными характерными признаками данного объекта и силового поля. Такое приближение позволяет применять для решения задач движения механических объектов в мировом пространстве сравнительно простые методы, основанные на классическом аппарате аналитических функций. Этот подход определяет целесообразность постановки задач динамики твердого тела в пространстве Лобачевского.
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